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Modelowanie zmiennych w czasie momentów warunkowych wyższych rzędów

1. Wprowadzenie

Klasyczna teoria ekonometrii opiera się na modelach opisujących warunkową wartość oczekiwaną, pozostałe charakterystyki rozkładu resztowego, o którym dodatkowo zakłada się że jest normalny, sprowadzone zostały do stałej w czasie skończonej wariancji. W zasadzie dopiero rozwój ekonometrii finansowej zwrócił uwagę badaczy na możliwość występowania dynamiki w wariancji. Pojawiły się modele ARCH/GARCH, które pozwoliły na skuteczny opis szeregów finansowych. Jednak nie wszystkie problemy zostały do końca rozwiązane. Powszechne grube ogony, które tylko w części są wynikiem występowania efektu skupiania się wariancji, stanowią w dalszym ciągu obszar zainteresowania ekonometryków. Szeroko rozwinęła się w tej dziedzinie teoria wartości ekstremalnych. Uwagę badaczy zwróciły także rozkłady, które pozwalają opisać wspomniane grube ogony czy leptokurtozę. Istotnym zagadnieniem jest występująca w szeregach empirycznych skośność. W rozwiązaniu tego problemu ponownie wykorzystano rozkłady, które pozwalają modelować także i to zjawisko, a także różne specyfikacje równań warunkowej średniej jak i warunkowej wariancji. 

 W zasadzie od ukazania się artykułu Bollersleva [1986], który w swoim modelu wykorzystał rozkład t-Studenta, pojawiło się mnóstwo różnych propozycji rozkładów, które można zastosować w modelowaniu szeregów finansowych. Wystarczy wspomnieć choćby rozkład GED i jego uogólnienia (Theodossiou [2004]), uogólnienia rozkładu t-Studenta – chyba jednego z najpopularniejszych rozkładów stosowanych do tego celu (Hansen [1994], Theodossiou [1998]), rozkłady a-stabilne (Pipień [2004]), hiperboliczne i inne. 
Wyniki dotychczasowych badań wskazują na występowanie lewostronnej asymetrii w szeregach empirycznych, której nie opisują poprawnie modele z rodziny GARCH (Bali, Theodossiou [2004]). W pracy (Harvey, Siddique [1999]) przedstawione zostały przykłady na poparcie teorii, iż warunkowa skośność może mieć wpływ zarówno na oszacowania warunkowej wariancji jak i na zależności między oczekiwana stopą zwrotu i warunkową wariancją. Autorzy wskazują na brak jednoznacznego rozwiązania tego problemu z zastosowaniem modeli GARCH. 

Celem artykułu jest analiza stosunkowo nowej klasy modeli jakimi są modele warunkowych momentów – skośności i kurtozy oraz prezentacja ich własności. Część empiryczna zawiera zastosowanie warunkowej skośności i kurtozy do wyznaczania wartości narażonej na ryzyko. 

2. Przegląd literatury

Pierwszą pracą poświęcona problemowi zmiennych w czasie momentów warunkowych jest publikacja Harvey’a i Sidddique’a z 1999r. Jak wspomniano wcześniej skupili oni uwagę tylko na trzecim momencie warunkowym – skośności. W tym celu zastosowano rozkład niescentrowany rozkład t-Studenta w którym kolejne momenty były zapisywane przez: 

- warunkowa średnia – GARCH in Mean z efektami sezonowymi

- warunkowa wariancja – modele GARCH i EGARCH z efektami sezonowymi

- warunkowa skośność – została opisana równaniem podobnym do równania GARCH, ale dla sześcianów reszt. 

Wyniki prezentowanych w pracy modeli pozwalają stwierdzić, iż w przypadku badanych szeregów warunkowa skośność istotnie wpływa na poprawę dopasowania modelu. Ponadto uwzględnienie wyższego momentu miało wpływ na wariancję warunkową, powodując zmniejszenie wartości wariancji i persystencji. 

Wspomniana publikacja stała się impulsem do badań nad warunkowymi momentami. Pojawiła się praca Brännasa i Nordmana (Brännas, Nordman [2003]), którzy zastosowali nieco odmienne podejście do wprowadzenia zmiennych w czasie momentów warunkowych wyższych rzędów. Ich propozycja polegała na zastosowaniu do modelu za warunkowy logarytmiczny uogólniony rozkład gamma (log-genealized gamma distribution), w którym do równań warunkowej średniej i wariancji dołączone zostało jeszcze jedno równanie opisujące zmianę parametru kształtu wspomnianego rozkładu. W tym przypadku wyniki badań nie dały zmian w zakresie persystencji wariancji – nastąpił tylko niewielki spadek wartości parametrów równania wariancji. Dołączone równanie dla parametru rozkładu dało lepszy model w sensie wartości logarytmu wiarygodności. Wart podkreślenia jest fakt, iż alternatywny model (ze stałą asymetrią i kurtozą) posiadał rozkład warunkowy zbliżony do rozkładu normalnego. 

Kolejną praca poruszającą temat warunkowych momentów  jest publikacja (Leóna, Rubio i Serny [2004]), w której rozszerzono zakres badań o warunkową kurtozę. Ten przypadek jest o tyle ciekawy, że rozwiązanie zastosowane w modelu pozwala w bezpośredni sposób modelować pierwsze cztery momenty warunkowe. W tym celu wykorzystano rozwiniecie w szereg Grama-Charliera standardowego rozkładu normalnego (rozkład Grama-Charliera (Gram-Charlier expansion)). Metoda ta jest bardzo prosta, gdyż wariancja, skośność i kurioza stanowią parametry tegoż rozkładu. Równania warunkowych momentów zostały zapisane podobnie jak w poprzednim przypadku jako funkcja opóźnionych wartości momentów i odpowiedniej potęgi reszt. W tym przypadku funkcja gęstości warunkowej dana jest przez:
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 to odpowiednio trzeci i czwarty moment dla zmiennej 
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. Jak wskazują autorzy, estymacja całego modelu jest znacznie łatwiejsza niż w przypadku modelu proponowanego przez Harveya i Siddique’a. Leóna, Rubio i Serny określili swoja propozycję jako NAGARCHSK, gdzie pierwszy człon pochodzi od modelu NAGARCH, a litery S i K oznaczają odpowiednio skośność i kurtozę. Prezentowane w pracy wyniki estymacji modeli dla trzech wybranych szeregów indeksów giełd europejskich wskazują na znaczącą poprawę jakości modelu ze zmieniającymi się momentami trzeciego i czwartego rzędu w stosunku do modelu, w którym nie uwzględniono tychże równań Jednak porównanie odbywa się między rozkładem opisującym leptokurtozę i skośność a standardowym rozkładem normalnym.


Podobne podejście do modelowania zmiennej warunkowej kurtozy zaprezentowali Brookes, Burke, Heravi, Persand [2005]. Ich model wykorzystuje standaryzowany symetryczny rozkład t-Studenta, w którym liczbę stopni swobody zapisano jako funkcję kurtozy. Pomysł ten nie jest nowy, podobnie postąpili Harvey i Siddique ze swoim modelem w przypadku parametru asymetrii, ale rozkład t-Studenta jest prostszy w estymacji. Dodatkowo zaprezentowano kilka różnych odmian równań warunkowej kurtozy, w tym takie, które uwzględniają także asymetrię. Najciekawszą częścią ich pracy jest jednak uogólnienie modelu na przypadek wielowymiarowy, w którym można modelować warunkową kokurtozę.


Z pozostałych prac dotyczących tematu warto zwrócić uwagę na publikację Hansena (Hansen 1994). Zaproponował on model w którym na rozkład warunkowy wybrano skośny rozkład t-Studenta. Parametry w tym rozkładzie są przedstawione w postaci czterech równań, do których zostały dołączone zmienne egzogeniczne. Mimo iż Hansen nie modelował warunkowej skośności czy kurtozy bezpośrednio – ideą modelu było zbudowanie zmiennej w czasie gęstości warunkowej procesu to koncepcje przedstawione w tej pracy znalazły później zastosowanie m.in. we wcześniej wspomnianych pracach. 

3. Metodyka stosowana w pracy

Wspomniany skośny rozkład t-studenta (ST) został zaproponowany przez Hansena. Funkcję gęstości rozkładu zapisuje się jako:
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Współczynniki asymetrii i kurtozy w przypadku tego rozkładu wynoszą odpowiednio:
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Dla porównania dodatkowo wykorzystano także rozkład SGED (Theodossiou [2000]). W tym przypadku mamy:
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Współczynniki asymetrii i kurtozy w przypadku tego rozkładu wynoszą odpowiednio:


[image: image19.wmf](

)

(

)

(

)

2

3

2

3

/

1

/

4

1

4

d

d

k

f

k

l

l

+

+

G

G

+

=

s

,
(15)


[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

4

2

4

4

2

2

3

4

/

1

/

5

5

10

1

d

d

d

k

f

k

l

l

+

+

+

G

G

+

+

=

s

k

,
(16)

W obu przypadkach parametr 
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 odpowiada za asymetrię rozkładu i zawiera się w przedziale 
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 w zależności od rozkładu przyjmuje wartości 
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 w przypadku rozkładu SGED. Przyjęto podobnie jak w pracach (Brookes, Burke, Heravi, Persand [2005]) i (Brännasa i Nordmana [2003]) wykorzystujące podejście prezentowane przez Hansena. Modelowane będą parametry, a nie bezpośrednio momenty warunkowe co jest wynikiem przyjętych założeń co do typu rozkładów warunkowych. Ze względu na fakt, iż dopuszczalne przedziały wartości wspomnianych parametrów są ograniczone zastosowano transformacje funkcja logistyczną. I tak w zależności od rozkładu przyjęto:
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we wszystkich omawianych przypadkach,
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w przypadku rozkładów t-Studenta i skośnego t-Studenta, natomiast
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dla rodziny rozkładów SGED. Parametry 
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 oznaczają pomocnicze zmienne które opisuje jedno z równań:
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w przeciwnym wypadku.
Ponieważ celem pracy jest nie tylko zbadanie występowania zmiennych momentów trzeciego i czwartego rzędu w danych empirycznych, ale również prezentacja własności jakie posiadają szeregi generowane z omawianych modeli na wstępie rozdziału empirycznego przedstawione zostaną wyniki symulacji.

Generowane będą szeregi przy założeniu kilku rozkładów warunkowych, tzn. omówione powyżej dwa rozkłady ogólne i ich szczególne przypadki – rozkład GED, skośny normalny i t-Studenta. Zaprezentowane zostaną podstawowe charakterystyki rozkładów wygenerowanych zmiennych.

Następnie przedstawione zostanie porównanie wyestymowanych modeli z różnymi rodzajami równań warunkowych momentów. Oprócz równania opisującego parametr 
[image: image40.wmf]l

 i 
[image: image41.wmf]k

 wykorzystane będą równania warunkowej wariancji: GARCH, EGARCH, GJRGARCH. Wyestymowana wariancja z modeli ze zmiennymi parametrami zostanie porównana z oszacowaniami wariancji pochodzących z modeli GARCH bez zmieniających się parametrów rozkładu warunkowego. Porównanie będzie podstawą próby odpowiedzi na pytanie czy estymacją całego rozkładu istotnie wpływa na szacunki wariancji.

Ostatnim krokiem badania będzie wykonanie prognoz wszystkich czterech omawianych momentów z wykorzystaniem technik Monte Carlo.

4. Uzyskane wyniki i możliwości zastosowania

Ze wstępnie uzyskanych wyników można wnioskować, iż zmienna w czasie asymetria i kurtoza rozkładu warunkowego są obecne w szeregach empirycznych. Daję się zauważyć istotny wpływ dodatkowych równań na parametry równania warunkowej wariancji. Jednak w dalszym ciągu otwarte pozostaje pytanie o persystencję występującą w warunkowej wariancji. Uzyskane dotychczas wyniki wskazują na pewną zależność między drugim i wyższymi momentami warunkowymi, lecz siła i kierunek tej zależności są trudne do określenia w jednoznaczny sposób.
Możliwość zastosowania omawianej klasy modeli istnieje w ekonometrii finansowej przy wyznaczaniu wartości narażonej na ryzyko czy wycenie opcji gdzie asymetria i leptokurtoza istotnie mogą poprawić szacunki wspomnianych miar. W pracy omawiane modele zostaną zastosowane do wyznaczania wartości narażonej na ryzyko.
Bibliografia

Bali, T., P., Theodossiou, [2007], A conditional-SGT-VaR approach with alternative GARCH models, Annals of Operations Research, s. 241-267, vol. 151
Bollerslev T., [1986] Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, Journal of Econometrics, s. 307–327, vol. 31

Brännäs, K., N., Nordman [2003], An alternative conditional asymmetry specification for stock returns, Applied Financial Economics, s. 537-541, vol 13

Brooks, C., S.,  Burke, S., Heravi, G., Persand, [2005], Autoregressive Conditional Kurtosis, Journal of Financial Econometrics, s. 399-421 ,vol. 3
Granger, W., J., C., Terasvirta, T., [1993], Modeling Nonlinear Economic Relationships, Oxford Uniwersity Press, New York

Hansen, B., E., [1994], Autoregressive Conditional Density Estimation
International Economic Review, s. 705-730, vol. 35

Harvey, C.,R., A., Siddique, [1999], Autoregressive Conditional Skewness
The Journal of Financial and Quantitative Analysis, s. 465-487, vol. 34

Harvey, C.,R., A., Siddique, [2000], Conditional Skewness in Asset Pricing Tests, The Journal of Finance, s.1263-1295, vol. 55

Lanne, M., P., Saikkonen, [2007], Modeling Conditional Skewness in Stock Returns, European Journal of Finance, s. 691-704, vol. 13 

León, Á., G., Rubio, G., Serna, [2004], Autoregressive Conditional Volatility, Skewness And Kurtosis, Working Papers. Serie AD, http://www.ivie.es/downloads/docs/ wpasad/wpasad-2004-13.pdf

Pipień M. [2004], GARCH processes with Skewed-t and Stable conditional distribution. Bayesian Analysis for PLN/USD exchange rate, Folia Oeconomica Cracoviensia 45, s. 45-62, Kraków 

Pipień M. [2006], Wnioskowanie bayesowskie w ekonometrii finansowej, Seria Specjalna: Monografie nr 176, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Krakowie, Kraków 

Theodossiou P., [1998],  Financial data and Skewed Generalized T Distribution, Management Science, s. 1650-1661, vol. 44

Theodossiou, P., [2000], Skewed Generalized Error Distribution of Financial Assets and Option Pricing, http://ssrn.com/abstract=219679 

Piontek, K. [2005], Modelowanie warunkowej kurtozy oraz skośności w finansowych szeregach czasowych, Dynamiczne Modele Ekonometryczne, Toruń

_1268425073.unknown

_1268426234.unknown

_1268427738.unknown

_1268463548.unknown

_1269867283.unknown

_1269867472.unknown

_1269867473.unknown

_1269867471.unknown

_1268463581.unknown

_1268463557.unknown

_1268463071.unknown

_1268463425.unknown

_1268427744.unknown

_1268426779.unknown

_1268427021.unknown

_1268427036.unknown

_1268426245.unknown

_1268426076.unknown

_1268426180.unknown

_1268426217.unknown

_1268426091.unknown

_1268425550.unknown

_1268405778.unknown

_1268409484.unknown

_1268417618.unknown

_1268417692.unknown

_1268423967.unknown

_1268417649.unknown

_1268411764.unknown

_1268411775.unknown

_1268411783.unknown

_1268411773.unknown

_1268411700.unknown

_1268409312.unknown

_1268409419.unknown

_1268405796.unknown

_1268409233.unknown

_1268405730.unknown

